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Anotace: 
Machalla, V.: Analýza napového pole pro pípad bodového styku dvou zakivených tles: 
bakaláská práce. Ostrava, VŠB Technická univerzita, Fakulta strojní, 2015, 42 s., 1 p., 
Vedoucí bakaláské práce Šofer, M. 
Pedmtem této bakaláské práce je nalezení složek tenzoru napjatosti v pípad
bodového styku kontaktních tles s využitím dvou pístup - metody konených prvk a 
semianalytického modelu.Práce se rovnž zabývá vzájemným srovnáním výsledk z obou 
pístup na zvoleném píkladu.Bodový kontakt je realizován psobením zatížení 
s eliptickou kontaktní plochou s Hertzovým rozložením tlaku nad touto oblastí na 
nekonený poloprostor v pípad semianalytického pístupu, resp. na kvádr o konených 
rozmrech v pípad MKP pístupu. V rámci efektivnjšího získání výsledk v pípad
MKP pístupu bylo v prostedí programu Ansys vytvoeno makro, které umožuje získat 
kompletní tenzor napjatosti pro uzly ve zvolené hladin pod kontaktním povrchem. 
Annotation: 
Machalla, V.: Stress Analysis of Point Contact Between two Curved Bodies: Bacheleor 
Thesis. Ostrava, VŠB Technical University, Faculty of Mechanical Engineering, 2015, 42 
p., 1 en., Head of Bachelor Thesis Šofer, M. 
Aim of this thesis is to find the stress tensor components in the case of point contact 
using two approaches - finite element method and semi-analytical model. The subject of 
the thesis is also comparison between the results of two mentioned approaches, which have 
been obtained by solving a specific example. Point contact is simulatedby loading the 
infinite half-space in case of semi-analytical approach and block with finite dimensions in 
case of FEM approach with elliptical contact area with Hertz pressure distribution over this 
area.Within the framework of effective obtaining the results with FEM approach, there was 
created a macro that allows us to get a complete stress tensor on selected nodes, situated in 
particular depth below the contact surface.
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Seznam použitých znak a symbol
a [mm] Hlavní poloosa kontaktní elipsy 
b [mm] Vedlejší poloosa kontaktní elipsy 
b0 [mm] Šíka kontaktní plochy pro pípad liniového styku 
d1 [mm] Prmr menšího kontaktního válce 
d2 [mm] Prmr vtšího kontaktního válce 
E [MPa] Modul pružnosti v tahu 
E1 [MPa] Modul pružnosti v tahu menšího kontaktního válce 
E2 [MPa] Modul pružnosti v tahu vtšího kontaktního válce 
F [N/mm] Síla na jednotku délky 
k [-] Pomr hlavní a vedlejší poloosy 
p(x) [MPa] Velikost Hertzova tlaku v závislosti na souadnici x 
p0 [MPa] Maximální velikost kontaktního tlaku 
x [mm] Souadnice ve smru osy x 
y [mm] Souadnice ve smru osy y 
z [mm] Souadnice ve smru osy z 
 [-] Poissonovo íslo 
x [MPa] Normálová složka naptí ve smru osy x
y [MPa] Normálová složka naptí ve smru osy y 
z [MPa] Normálová složka naptí ve smru osy z 
φσ [MPa] Obvodové naptí 
r [MPa] Radiální naptí 
r [MPa] Tené naptí 
xy [MPa] Smykové naptí v rovin xy
xz [MPa] Smykové naptí v rovin xz
yz [MPa] Smykové naptí v rovin yz
 [N.m] Biharmonická funkce naptí 
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1. Úvod 
V souasné dob, i pes existenci relativn výkonné výpoetní techniky a dostupnost 
ady konenoprvkových softwar je stále aktuální otázka použití alternativních pístup
pro zjišování jednotlivých složek tenzoru napjatosti v pípad jak bodového, tak i 
liniového styku dvou kontaktních tles. 
Jednou z nejvtších výhod využití alternativních pístup pro zjišování jednotlivých 
složek tenzoru napjatosti je pedevším absence komerního MKP software, která s sebou 
nese nemalou finanní úsporu. Mezi další výhody se pedevším adí získání požadovaných 
výsledk v relativn krátkém asovém intervalu ve srovnání s MKP pístupem, kdy 
v pípad ešení bodového styku rapidn stoupá výpoetní a asová náronost. Na stran
druhé, nespornou výhodou komerního MKP software je možnost aplikovat prakticky 
libovolný tvar kontaktní plochy s libovolným prbhem kontaktního tlaku nad touto oblastí 
na více i mén komplexní geometrii.  
ada dostupných alternativních ešení je založena na Hertzov teorii, která 
pedpokládá eliptický tvar kontaktní plochy s Hertzovým rozložením normálového tlaku 
nad touto oblastí. Dalším omezením je navíc pedpoklad psobení takto definovaného 
zatížení na nekonený poloprostor.  
Pedmtem této bakaláské práce je vzájemné srovnání MKP a semianalytického 
pístupu pro nalezení jednotlivých složek tenzoru napjatosti pro vybranou geometrii. 
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2. Souasný stav ešené problematiky 
V praxi dochází u ady strojních aplikací ke kontaktu dvou nebo více tles. V zásad
rozlišujeme mezi dvma obecn zakivenými tlesy dva základní druhy kontaktu, a to 
liniový a bodový. Následující kapitola pojednává o zpsobu nalezení jednotlivých složek 
tenzoru napjatosti u obou, výše zmínných, typ kontakt. 
2.1. Obecné poznatky Hertzovy teorie 
Pi vzájemném silovém psobení dvou válc se vlivem místní deformace mezi nimi 
vytvoí tzv. kontaktní plocha. V míst dotyku válc vzniká tlak, který nazýváme kontaktní 
tlak. Velikost tohoto tlaku lze vypoíst pomocí tzv. Hertzovy teorie [1]. 
Abychom, mohli Hertzovou teorii aplikovat na kontaktní úlohy, musí být splnny 
následující podmínky [1]: 
1. Tlesa musí být homogenní a izotropní. Pohybujeme se v oblasti Hookova zákona, 
tudíž nárst deformace je lineární. 
2. Mezi kontaktními plochy nedochází ke tení. 
3. Rozmry dotýkajících se válc jsou mnohem vtší než rozmry deformované 
kontaktní plochy. 
4. Geometrii kontaktních ploch lze vyjádit polynomem druhého stupn a kontaktní 
plochy jsou spojité. Pokud se tlesa dotýkají v singulárních bodech, Hertzova teorie 
neplatí. 
Obrázek 1: Vznik liniového kontaktu mezi dvma válci s rovnobžnými osami 
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Obrázek 2: Kontaktní plocha  
Na obrázku 2. je znázornn tvar kontaktní plochy pro pípad liniového kontaktu.  
Kontaktní plocha, která vzniká v míst styku dvou na sebe tlaících válc, má tvar 
obdélníku o šíce b0. Šíka b0 se vypote ze vzorce (2.1) [1]. 
Následující vzorce pro výpoet byly pevzaty z [2]. 
    	  
  

  
      (2.1) 
Maximální mrný tlak , který psobí ve stedu kontaktní plochy (b0/2) je dán rovnicí: 
      	  
  

  
     (2.2) 
Rozložení Hertzova tlaku na kontaktní ploše lze vyjádit rovnicí paraboly: 
          (2.3) 
2.2. Nalezení složek tenzoru napjatosti pro pípad liniového kontaktu 
Liniový kontakt se v praxi vyskytuje v mnohem menší míe oproti bodovému kontaktu. 
Nutno poznamenat, že v pípad liniového kontaktu je možné získat analytické ešení 
jednotlivých složek tenzoru napjatosti prostednictvím ešení Flamantovy úlohy [3]. 
Pedpokládejme osamlou liniovou sílu, psobící kolmo na hranici pružného poloprostoru 
(Obrázek 3.). 
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Obrázek 3: Flamantová úloha 
Použijme funkci naptí ve tvaru: 
φφ
pi
ϕ sin⋅⋅⋅−= rF (2.4) 
Lze se pesvdit, že funkce naptí (2.4) vyhovuje biharmonické rovnici: 
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Piemž složky naptí, vyjádené prostednictvím funkce naptí - (2.6), (2.7) a (2.8) 
vyhovují následujícím okrajovým podmínkám: 0,00,0 ==→>= φφ τσ ryx  a dále musí 
platit, že výslednice elementárních vnitních sil na libovolné ásti hranice vyjmuté 
z poloprostoru musí být v rovnováze se silou F. Vztahy pro jednotlivé složky naptí, 
vetn dosazení funkce naptí, jsou následující: 
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Dosadíme-li funkci naptí (2.4) do vztah (2.6), (2.7) a (2.8) dostáváme: 
0=φσ (2.9) 
=rσ r
F φ
pi
cos2
⋅
⋅
−
(2.10) 
0=φτ r (2.11) 
kde φσ  vyjaduje obvodové naptí, σ  uruje radiální naptí a τ φr  je smykové naptí. 
V dalším kroku je dležité, aby funkce pro radiální naptí σ  byla vyjádena 
pomocí složek naptí v kartézských souadnicích.  To je možné provést s využitím 
podmínky rovnováhy sil v horizontálním (Obrázek 6.) a vertikálním ezu (Obrázek 5.) 
elementární krychle (Obrázek 4.). 
Obrázek 4: P	sobící radiální naptí na element 
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Obrázek 5: Vertikální ez elementární krychle 
Obrázek 6: Horizontální ez elementární krychle 
Za pomocí výše uvedených obrázk (Obrázek 5, Obrázek 6) sestavíme rovnice 
rovnováhy ve smru osy x a y.  Po úpravách rovnic rovnováhy dostaneme vztahy pro 
výpoet normálových složek naptí v ose x a y (x, y) a smykového naptí (xy). 
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Pokud bude síla F psobit ve vzdálenosti n (mimo poátek souadnic), tak jak je 
uvedeno na Obrázku 7, je poteba upravit rovnice (2.12), (2.13) a (2.14). Jednotlivé složky 
naptí pak mají tvar, tak jak jsou uvedeny ve vztazích (2.15), (2.16) a (2.17).  
Obrázek 7: P	sobišt sil je vodorovn posunuto po hranici poloprostoru mimo 
souadný systém 
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V pípad, že bude na hranici pružného poloprostoru psobit tlakové zatížení o 
uritém prbhu (Obrázek 8), a navíc, zamníme-li souadné osy tak, jak je zobrazeno na 
následujícím obrázku (Obrázek 8), je možné vztahy (2.15),(2.16) a (2.17) modifikovat do 
následující podoby: 
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Obrázek 8: P	sobící tlakové zatížení na hranici pružného poloprostoru 
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Tlakové zatížení bude v našem pípad reprezentovat Hertzovo rozložení normálového 
tlaku )(ζp . V pípad, že k = -a, l = a, pak je )(ζp ve tvaru: 
,1)(
2
0 


−⋅=
a
pp ζζ (2.21) 
kde 0p  uruje maximální Hertzv tlak ve stedu kontaktu a a uruje šíku hlavní poloosy.  
2.3.  Nalezení složek tenzoru napjatosti pro pípad bodového kontaktu 
ešení jednotlivých složek tenzoru napjatosti se realizuje na základ teorie potenciál
[4], s pedpokladem, že se pohybujeme v lineární oblasti Hookova zákona a dále také 
pedpokládáme Hertzovo rozložení tlaku nad eliptickou oblastí. Výsledkem jsou 
následující vztahy pro jednotlivé složky tenzoru napjatosti A [4]: 
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Obrázek 9. Hertzovo rozložení tlaku nad kontaktní plochou v
etn souadného systému 
Kde x, y a z jsou souadnice, p0 je maximální tlak ve stedu kontaktní elipsy, a
vyjaduje hlavní poloosu, k vyjaduje pomr hlavní a vedlejší poloosy (a/b), s je 
definováno jako /a2, piemž  je nejvtší koen rovnice:          
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Promnné L, resp. H jsou definovány následovn: 
))()1(( 2223 sksHs
zL
+⋅+⋅⋅
= (2.29) 
2
2
2
22
2
21



+


+
+


+
=
s
z
sk
y
s
xH (2.30) 
Dále platí: 






⋅


+
⋅
−⋅⋅−=


 ⋅ L
s
sxIzk
p
z 2
21
0
11
1
2 piφ (2.31) 
18 






⋅


+
⋅
−⋅⋅−=


 ⋅ L
s
syIzk
p
z 2
22
0
22
1
2 piφ (2.32) 
)()1(
2
222
2
0
12
sks
sLyxk
p
z
+⋅+
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
=


 ⋅ piφ (2.33) 
3
0
3 2 Izk
p
⋅⋅⋅⋅−=



pi
φ (2.34) 









	






+
+
⋅
⋅
−+


⋅−
−⋅
⋅+


⋅+
−⋅
⋅⋅−⋅⋅−=



−−
11
)1(tanh
1
)1(tan12 2
22
2
1
2
1
31
0
11
s
ks
s
nzn
X
Xx
Y
Yy
n
Izk
p α
α
α
α
pi
χ (2.35) 









	






+
+
⋅
⋅
−+


⋅−
−⋅
⋅+


⋅+
−⋅
⋅⋅+⋅⋅−=



−−
22
2
2
1
2
1
32
0
22 1
1
)1(tanh
1
)1(tan12
ks
s
s
nzn
X
Xx
Y
Yy
n
Izk
p α
α
α
α
pi
χ (2.36) 



 


⋅−
−⋅
⋅−


⋅+
−⋅
⋅⋅=



−−
α
α
α
αpiχ
2
1
2
1
3
0
12
1
)1(tanh
1
)1(tan2
X
Xy
Y
Yx
n
k
p
(2.37) 
Kde: 
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p je nejmenší koen rovnice: 
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Pro 2 a n2 platí následující vztahy: 
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I1, I2 a I3 jsou eliptické integrály definované následovn: 
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V pípad evaluace složek tenzoru napjatosti v rovin symetrie XZ platí následující 
vztahy: 
0== yzxy ττ (2.44) 
Složky x a y jsou definovány následovn: 
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Kde pro 0≠q je integrál I4 vyjáden následovn:  
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V pípad, že je q rovno nule, platí: 
)ln(
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= (2.48) 
Pro q, r a q0 platí:  
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20 
2.3.1 Postup výpotu: 
Vstupními parametry jsou souadnice x, y, z, velikost poloosy a, velikost poloosy b, 
modul pružnosti E, Poissonovo íslo . Pomocí zadaných parametr lze urit všech šest 
složek tenzoru napjatosti v bod [x,y,z] v závislosti na velikosti kontaktní plochy, 
maximálnímu kontaktnímu tlaku p0 a materiálových parametrech E resp.. Postup výpotu 
je uveden ve vývojovém diagramu na obrázku 10. 
Obrázek 10: Vývojový diagram – postup výpo
tu. 
Výpoet parametru q z rovnice (2.49) 
Urení parametru p z rovnice (2.39) 
Výpoet  – nejvtší koen 
kubické rovnice - vztah (2.28) 
Výpoet s, který je dán 
vztahem   
Výpoet  a z rovnice (2.40) 
Výpoet parametru H
z rovnice (2.30) 
Výpoet parametru L z rovnice (2.29) 
Výpoet parametr X,  
resp. Y z rovnice (2.38) 
Výpoet eliptických integrál   -  ! z rovnic (2.41) – (2.43) 
Výpoet parametr , , , , , ,  
z rovnic (2.31) – (2.37).
Výpoet jednotlivých složek tenzoru napjatosti z rovnic (2.22) – (2.27) 
pro dané zatížení a pro dané souadnice x, y, z
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3.  Využití metody konených prvk pro nalezení složek tenzoru 
napjatosti u bodového styku dvou tles 
V následující kapitole se zamíme na nalezení složek tenzoru napjatosti s využitím 
MKP pístupu. MKP ešení se bude sestávat z kvádru zatíženého eliptickou kontaktní 
plochou s Hertzovým rozložením tlaku. Nespornou výhodou MKP pístupu je možnost mít 
libovolný tvar kontaktní plochy (od elipsy až po komplexnjší tvary) vetn rzných 
prbh tlak nad danou oblastí.  
3.1. Geometrický model 
Na následujícím obrázku je znázornno tleso ve tvaru kvádru, suplující poloprostor. 
Pedpokladem takto koncipovaného ešení je to, že rozmry kvádru ve všech tech osách 
budou mnohonásobn vtší než samotný rozmr kontaktní elipsy. Nutno poznamenat, že je 
pi ešení možné využít podmínku symetrie a tím pádem ešit pouze ½ modelu. Pro 
poteby výpotu byl vytvoen kvádr o rozmrech 100x50x50 mm (rozmr v ose x, rozmr 
v ose y, rozmr v ose z) 
Obrázek 11. Kvádr o rozmrech 100x50x50 [mm] 
Z dvodu vyšší kvality sít konených prvk v míst zatížení je kvádr rozdlen na adu 
podobjem (viz obrázek . 12.), které jsou vzájemn svázány funkcí glue [5]. Výhodou 
funkce glue je to, že pi tzv. slepení objem dojde k zachování hraniních ploch – 
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z pvodn dvou sousedních ploch Ansys vytvoí pouze jednu, kterou oba hraniní objemy 
sdílejí. Tuto vlastnost využijeme pi následujícím síování modelu. Rozmr podobjemu, 
který byl vytvoen prostednictvím funkce glue je následující: 10x4x3 mm (délka v ose x, 
hloubka v ose y, šíka v ose z) 
Obrázek 12: Rozdlení na podobjemy 
3.2. Tvorba konenoprvkové sít
Pro úely tvorby sít byly použity prvky SOLID 185 a SURF 154. V pípad prvku 
SOLID 185 se jedná o osmiuzlový 3D element se temi stupni volnosti v každém z uzl
(posuvy v osách x,y,z) [5]. 
Obrázek 13: Prvek SOLID 185 
Prvek SURF 154 je využíván k aplikaci rzných druh plošných zatížení u 3D analýz. 
V našem pípad nám umožuje na danou plochu definovat normálové zatížení, které je 
vyjádeno prostednictvím funkce/tabulky [5].  
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Obrázek 14: Prvek SURF 154 
Pi ešení jsme využili izotropní, homogenní materiálový model s následujícími 
parametry: 
- Modul pružnosti E [MPa]: 210000 
- Poissonovo íslo  [-]: 0.3 
V prvním kroku byl síován podobjem o velikosti 3x1x1,2 mm (délka v ose x, hloubka 
v ose y, šíka v ose z), na jehož horní ploše bude pozdji definováno zatížení s eliptickou 
kontaktní plochou (erven zobrazen – viz Obr. 12). S využitím mapovaného síování byla 
vytvoena rovnomrná sí s elementy o velikosti hrany 0,04 mm. 
Obrázek 15: Detail podobjemu, na jehož horní ploše bude definováno zatížení.   
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Díky vhodnému rozdlení objem bylo možné využít mapovaného síování i 
v ostatních podobjemech. Velikost hrany elementu se však nyní pohybovala na hodnot 0,2 
mm.  
Obrázek 16: Pohled na síované podobjemy 
V následujícím kroku bylo provedeno síování nejvtšího objemu, a to s použitím 
tetraedr (tystn). Obrázek 17 znázoruje celkový pohled na síovaný model, vetn
detailu sít v místech napojení na hlavní tleso (Obr. 18).  
Obrázek 17: Celkový pohled na síovaný model 
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Obrázek 18: Detail sít v míst napojení hlavního objemu na podobjemy. 
Celkový poet element tlesa je 95 425, piemž celkový poet uzl iní 66 291. 
Podobjem (viz. Obr. 15), v nmž bude probíhat evaluace složek tenzoru napjatosti, 
obsahuje 56 250 element a 51 504 uzl. Na horní plochu zvolených podobjem (viz 
obrázek 19) byl aplikován prvek SURF 154, který nám umožuje definovat zatížení 
Hertzovým rozložením tlaku s eliptickou kontaktní plochou.   
Obrázek 19:Oblast pro síování prvkem SURF 154 (
erven)
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3.3. Okrajové podmínky 
V minulém kroku byl popsán postup vytvoení konenoprvkové sít. Dalším krokem je 
definice vazeb a následn také zatížení. U tlesa máme možnost zadávat okrajové 
podmínky na hrany, plochy i body geometrie, pípadn na uzly sít. Pokud je to 
proveditelné, zadáváme okrajové podmínky vždy na vyšší entitu, radji tedy na plochu než 
na hranu i na hranu než na bod.  
3.3.1. Vazby 
Vazby, v pípad statické úlohy, musí zajistit jednoznanou polohu tlesa v prostoru. 
V prvním kroku jsme na plochu v rovin XY definovali podmínku symetrie (viz obrázek 
20), která nám umožuje ešit pouze ½ modelu. Tímto krokem je možné díky úspoe 
element zkrátit výpoetní as úlohy. Nutno podotknout, že s ohledem na aplikaci pouze 
normálového zatížení bylo možné ešit pouze ¼ modelu. V budoucnu má autor bakaláské 
práce v plánu na vytvoeném modelu realizovat simulace vetn aplikace smykového 
zatížení, u nichž není takto definovaná symetrie možná.   
Obrázek 20: Okrajová podmínka symetrie. 
Dvma rovnobžným plochám, které leží v rovin YZ byl odebrán stupe volnosti ve 
form posuvu v ose x (Obr. 21) 
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Obrázek 21: Definice okrajových podmínek 
Ploše, která je rovnobžná s rovinou symetrie a která leží v rovin XY, byl odebrán 
stupe volnosti ve form posuvu v ose z (Obr. 22). 
Obrázek 22: Definice okrajových podmínek 
Spodní ploše rovnobžné s rovinou XZ byl odebrán stupe volnosti ve form posuvu 
v ose y (Obr. 23). 
XY
Posuv v ose x = 0
XY
Posuv v ose z = 0
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Obrázek 23: Definice okrajových podmínek 
3.3.2. Definice kontaktní podmínky 
Kontakty mají mnoho využití. Mohou se používat bu jako pevné spojení dvou tles, 
mohou suplovat vazby nebo zatížení nebo mohou pedstavovat klasický kontakt, který eší 
dotyk dvou tles. Kontakt je zvláštní typ okrajové podmínky, kdy neznáme deformace ani 
síly. Ob hodnoty se musí dopoítat.  
Podobjem vzniklý slouením jednotlivých, menších podobjem (Obr. 12) pomocí 
funkce glue je rovnž prostednictvím funkce glue napojen na zbytek tlesa. Naproti tomu 
nejmenší podobjem (Obr. 12, oznaen erven) je se zbytkem tlesa spojen 
prostednictvím kontaktní podmínky bonded. Kontaktní podmínka typu bonded
neumožuje obma povrchm separaci a posuv v tangenciálním smru. Naopak, umožuje 
mezi obma povrchy penášet rovnomrn zatížení [5].  
Následující obrázek (Obr. 24) zobrazuje plochy, s jejichž pomocí byla definována 
kontaktní podmínka typu bonded. Nutno poznamenat, že plochy ze strany základního 
objemu figurovaly v kontaktní podmínce jako „target surface“. Plochy ze strany 
podobjemu figurovaly jako „contact surface“. 
XY
Posuv v ose y = 0
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Obrázek 24: Rozhraní základního objemu, u nhož byla definována kontaktní podmínka 
typu bonded
3.3.3. Zatížení 
Normálové zatížení povrchu bylo realizováno s využitím funkce, která popisuje 
zatížení povrchu, s eliptickou kontaktní plochou, tlakem s Hertzovým rozložením nad 
touto oblastí (rovnice 3.1).  
( ) 2
2
2
2
0, 1 b
y
a
xpp yx −−⋅=
(3.1) 
Ve výpotu byly použity následující parametry: 
Velikost hlavní poloosy: a = 1 mm 
Velikost vedlejší poloosy: b = 0,7 mm 
Maximální kontaktní tlak p0 = 1500 MPa 
Pro zadání výše uvedené rovnice do Ansysu jsme využili „Function editor“. Samotné 
zatížení pak bylo definováno na elementy SUFR 154. Na následujících obrázcích (Obr. 25, 
26) je znázornno rozložení Hertzova tlaku nad eliptickou kontaktní plochou.   
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Obrázek 25: Rozložení Hertzova tlaku 
Obrázek 26: Rozložení Hertzova tlaku 
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3.3. Vyhodnocení 
Pro vyhodnocení bylo vytvoeno makro (uvedené v píloze I.), které ve zvolené 
hloubce a vzdálenosti od roviny symetrie zjišuje hodnoty jednotlivých složek tenzoru 
napjatosti. Samotné makro se spouští z píkazové ádky v prostedí programu Ansys. 
Výsledky prbh jednotlivých složek tenzoru napjatosti v závislosti na souadnici x jsou 
ukládány do textového souboru. Ped samotným spuštním makra je nutné manuáln
vybrat uzly v již zmínné hloubce pod kontaktním povrchem a vzdáleností od roviny 
symetrie. Výbr uzl byl provádn pouze v rámci podobjemu, na jehož horní ploše psobí 
výše popisované zatížení (viz Obr. 25).  
Obrázek 27: Rozložení Hertzova tlaku 
Vyhodnocení bylo provedeno pro dv hladiny, a to 0,08 mm a 0,36 mm pod 
kontaktním povrchem. V obou pípadech byla vzdálenost od roviny symetrie, tj. 
souadnice z, rovna 0,36 mm. Poet uzl, na kterých bylo provedeno vyhodnocování 
v rámci jedné hladiny, byl roven hodnot 74. 
1
2
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Následující obrázek znázoruje prbh redukovaného naptí HMH v MPa.  
Obrázek 28: Rozložení redukovaného naptí HMH
Obrázek 29 nám znázoruje rozložení redukovaného naptí HMH ve stedovém 
ezu v rovin YZ. Prbhy jednotlivých složek tenzoru napjatosti ve zvolených hladinách 
budou uvedeny v kapitole 4. 
Obrázek 29: Rozložení redukovaného naptí HMH – pohled na stedový ez v rovin YZ
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4. Porovnání výsledk: 
Následující kapitola se vnuje porovnání výsledk získaných jednak prostednictvím 
MKP ešení s využitím programu Ansys a dále s využitím semianalytického pístupu, 
založeném na Hertzov teorii [2][4]. Porovnávany byly prbhy jednotlivých složek 
tenzoru napjatosti ve dvou hloubkách pod kontaktním povrchem, a to konkrétn v 0,08 mm 
a 0,36 mm. V pípad MKP ešení jsme mli v každé hloubce k dispozici celkem 74 uzl, 
na kterých bylo možné získat výše požadované hodnoty. Pro objektivnost jsme v software, 
využívající semianalytický pístup [6], uvažovali shodný poet bod, ve kterých se 
stanovoval tenzor napjatosti. Vzhledem k rozdílné orientaci souadných systému u obou 
pístup bylo nutné výsledky získané prostednictvím semianalytického software 
pizpsobit výsledkm z Ansysu, platí: 
	X ansys = 	X semianalytické ešení 
	Y ansys = 	Z semianalytické ešení 
	Z ansys = 	Y semianalytické ešení 

XY ansys = - 
XZ semianalytické ešení 

XZ ansys = 
XY semianalytické ešení 

YZ ansys = - 
YZ semianalytické ešení 
4.1. Výsledky - 1 ást  
V následující kapitole jsou obsaženy výsledky obou pístup v hloubce 0,08 mm pod 
kontaktním povrchem a vzdálenosti 0,36 mm od roviny symetrie. V grafech na obrázcích 
30-35 je MKP ešení znázornno modrou barvou a semianalytické ešení barvou ervenou. 
Obrázek 30: Graf normálového naptí ve smru osy X pro hloubku 0,08mm. 
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Obrázek 31: Graf normálového naptí ve smru osy Y pro hloubku 0,08mm. 
Obrázek 32: Graf normálového naptí ve smru osy Z pro hloubku 0,08mm. 
Obrázek 33: Graf smykového naptí v rovin XY pro hloubku 0,08mm. 
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Obrázek 34: Graf smykového naptí v rovin XZ pro hloubku 0,08mm. 
Obrázek 35: Graf smykové naptí v rovin YZ pro hloubku 0,08mm. 
4.2. Výsledky - 2 ást  
V následující ásti je vyhodnocen prbh jednotlivých složek tenzoru napjatosti 
pod kontaktním povrchem a to ve hloubce 0,36 mm (rozmr v ose y) a ve vzdálenosti od 
roviny symetrie 0,36 mm (rozmr v ose z). Vyhodnocení obsahuje oba pístupy jak 
numerický, tak semianalytický. V grafech na obrázcích 36-41 je ešení MKP znázornno 
modrou barvou a ervenou barvou je oznaeno semianalytické ešení. 

	



	

      
N
ap
t
í [
M
Pa
]
Vzdálenost v ose x [mm]
Tao_xz_Ansys
Tao_xz_SA



	




	


      
N
ap
t
í [
M
Pa
]
Vzdálenost v ose x [mm]
Tao_yz_Ansys
Tao_yz_SA
36 
Obrázek 36: Graf normálového naptí ve smru osy X pro hloubku 0,36mm. 
Obrázek 37: Graf normálového naptí ve smru osy Y pro hloubku 0,36mm. 
Obrázek 38: Graf normálového naptí ve smru osy Z pro hloubku 0,36mm. 
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Obrázek 39: Graf smykového naptí v rovin XY pro hloubku 0,36mm. 
Obrázek 40: Graf smykového naptí v rovin XZ pro hloubku 0,36mm. 
Obrázek 41: Graf smykového naptí v rovin YZ pro hloubku 0,36mm. 
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5. Závr  
Pedložená bakaláská práce se zabývá problematikou nalezení jednotlivých složek 
tenzoru napjatosti v pípad bodového styku kontaktních tles prostednictvím jednak 
metody konených prvk a dále s využitím semianalytického pístupu [4][5]. Pedmtem 
práce je rovnž vzájemné srovnání výsledk z obou pístup na zvoleném píkladu. 
Bodový kontakt je realizován psobením zatížení s eliptickou kontaktní plochou 
s Hertzovým rozložením tlaku nad touto oblastí, na nekonený poloprostor v pípad
semianalytického pístupu, resp. na kvádr o konených rozmrem v pípad MKP pístupu. 
U obou pístup byly získány a následn také porovnávány prbhy jednotlivých složek 
tenzoru napjatosti v hloubkách 0,08 mm a 0,36 mm pod kontaktním povrchem ve 
vzdálenosti 0,36 mm od roviny symetrie (viz. Kapitola 3). V rámci efektivnjšího získání 
výsledk v pípad MKP pístupu bylo v prostedí programu Ansys Mechanical APDL 
v14.5 vytvoeno makro, které umožuje získat kompletní tenzor napjatosti pro uzly ve 
zvolené hladin pod kontaktním povrchem. Výsledky semianalytického pístupu [4][6] lze 
považovat za hodnoty referenní, resp. hodnoty, ke kterým by se mly výsledky z MKP 
ešení blížit. V obou pípadech, tj. v hloubkách 0,08 a 0,36 mm je dosaženo pomrn dobré 
shody, co se normálových naptí ve všech tech osách týe. V pípad naptí smykových, 
konkrétn u složky 
xz si mžeme všimnout výraznjších rozdíl co se prbhu a velikostí 
amplitudy týe. Píiny tchto rozdíl bychom mohli hledat v nedostatené velikosti 
podobjemu vzhledem k velikosti eliptické kontaktní plochy, v nedostatené velikosti 
hlavního objemu, který supluje poloprostor, i v nevhodn zvolených okrajových 
podmínkách (okrajové podmínky u hlavního objemu, nastavení kontaktní podmínky mezi 
malým podobjemem a zbytkem tlesa). Uvedené poznatky mohou být námtem k další 
práci v této problematice. 
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